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The Evolution of Cooperation in a Generalized Moran Process 
Darong Dai 
(School of Economics, Nanjing University) 
 
Abstract: In this paper, infinitely repeated prisoner's dilemma game as a benchmark 
being used to build a new model as the payoff matrix of an evolutionary game 
dynamics, with the comparative study of game performances between the behavior- 
pattern “tit for tat” and the behavior-pattern “always defection”, proving that there 
exists a strictly positive probability, which has a close link with the discount factor, 
that a single TFT individual can fully invade into a group of ALLD individuals; that is 
to say, TFT has some kind of evolutionary stability. 
Key Words: IPD; Evolutionary Game Dynamics; Equilibrium Selection. 








使得一个单独使用TFT 的个体可以完全侵入到一群使用 ALLD的个体之中，即TFT 具有某种演化稳定
性。 













































Kandori, Mailath and Rob(1993)指出演化博弈路径有两个主要特性使其区别于传统内省式
（introspective）路径:首先，演化博弈论不需要假设局中人如此理性以至于他可以准确地预
测对方的选择；其次，明晰的动态过程能够将局中人通过学习和理解对方的选择而调整自我
决策的过程进行恰当地描述。 Smith(1979),Nowak and Sigmund(1993); Bowles and 





(Nowak,2000；Komarova and Nowak,2001)，社会学研究(Dietz, Burns and Buttel,1990)以及行










来建立动态模型，如 Taylor and Jonker( 1978)，Benaim and weibull(2003)，新近的主流则是
采用随机微分方程(SDE)建立随机复制动态模型，如 Cabrales(2000), Corradi and Sarin(2000), 
Beggs(2002)，Imhof(2005)，Hofbauer and Imhof(2009)；另外一种研究进路则主要集中于研
究固定有限社群中的离散时间演化博弈动态，并通过取极限的方式来近似估计其离散动态的
极限行为，文献如 Fudenberg, Imhof, Nowak and Taylor(2004)；Nowak, Sasaki, Taylor and 























                                     矩阵 1 
其中 ,
2
c bc a d b a +> > > > 。 
IPD表示重复囚徒困境博弈，TFT 表示一报还一报，ALLD表示总是惩罚，ALLC 表
示总是合作，TFTT 表示三报还一报，PR 表示永久报复。其中 PR 指这样的行为模式，首






















①  Bendor and Swistak.(1995)详尽研究并比较了各种类型的演化稳定性。 
②  目前演化博弈动态的研究主要被限制在有限策略空间， Oechssler and Riedel.(2001) 研究表明
这样的限制是没有必要的，他们特别给出了一个简单的条件，在这个简单的条件之下，连续时间
复制动态能被很好定义以适应无限策略空间的情形。 
③  Baye and Jansen.(1996)则将随机性引入贴现因子中,本文不作这样的假设。 
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从矩阵 2 不难看出给定行为模式空间为{ }, , , ,TFT ALLD ALLC TFTT PR ，折现因子为q，
则在无限期 IPD中， PR 与TFT 支付等价，TFT 分别弱占优 ALLC 和TFTT 。在此基础
上，通过反复剔除弱占劣行为模式，于是得到如下简约的支付矩阵： 
矩阵 3 









时，该博弈存在两个纯策略 Nash 均衡( ),TFT TFT 与
( ),ALLD ALLD ①,以及一个混合策略均衡 ( ){ ( )},1 , ,1g g g g- - ，其中： 
( )( )










- - + - - -
， ( ) ( )
( ) ( )
1
2
a c c d






- - + - - -
 
                                                              
①  显然均衡( ),TFT TFT 帕累托占优均衡( ),ALLD ALLD ，且是严格占优；或者说从后者转变
到前者是一个全局帕累托改进。 
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命题 3.1 当 1a c d b
b c
q- - + £ <
-
时， ( ),TFT TFT 是风险占优均衡当且仅当





时，矩阵 3 存在两个纯策略 Nash 均衡，因为若
c a a c d b
c d b c
- - - +>
- -
，则导出( )( ) 0a d b d- - > ，这与囚徒困境博弈中 c a d b> > > 矛
盾，所以 c a a c d b
c d b c
- - - +£
- -
。其次，( ),TFT TFT 是（弱）风险占优均衡，当且仅当： 
( ) ( )
1 1 1 1
c d c b d ba dq q
q q q q
+ - + -
- ³ -
- - - -
 
化简便得到 1a c d b
b c
q- - + £ <
-
。下面假定行博弈方有一个统一的样本容量（信息量）s ，
列博弈方有一个统一的样本容量 s¢，假设犯错误概率e对双方相同，并且记忆 2 2m s s¢³  ，
则( ),TFT TFT 是随机稳定的当且仅当[ ] ( ) ( )1 1s s s sg g g gé ù é ùé ù¢ ¢ £ -  -ë û ë û ë û，这里[ ]x 表示对
x 取整，x y 表示 x 与 y 中的较小者。易知此处不管是 s s¢> 还是 s s¢< ，( ),TFT TFT 是
随机稳定的当且仅当 1g g£ - ，即 1
2
g£ ，而这正是( ),TFT TFT 为（弱）风险占优均衡
的充分必要条件，所以当 1a c d b
b c
q- - + £ <
-
时，( ),TFT TFT 是风险占优均衡当且仅当
( ),TFT TFT 是随机稳定均衡②。证毕。 
下面在一个一般化 Moran 过程中建立一个演化博弈动态，首先假定这个单社群的个体
数为 ( )2m m+Î ³ ，为一固定常数，令 i 表示第 n 期使用策略 TFT 的人数，令
( ) ( )
1 2 3 4, , ,1 1 1 1
b d b c d ca dq qz z z z
q q q q
+ - + -
= = = =
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Imhof and Nowak(2006); Nowak, Sasaki, Taylor and Fudenberg(2004)采取的定义则是引入
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ì é ùï - - + -ï ë ûï =ï é ù é ù- + - + - + - -ï ë û ë ûïïï é ùï - + - -ï ë û=í é ù é ùï - + - + - + - -ï ë û ë ûïïï = - -ïïïïïïî
        （3.2） 
显然 0,0 , 1m mp p= = ，即状态“0 ”和“m ”是两个吸收态，若用 . . nr v X 表示状态，则集
合{ }, 0nX n³ 定义了一个有限状态的带两个吸收壁的随机游动，显然这是一条马氏链。再
定 义 初 始 分 布 为 ( ) ( ) ( ) ( )( )0 1 1 1 10 0 , 0 , , 0 , , ,1 1 1m m m mm m m m
æ ö÷ç= = ÷ç ÷çè ø+ + +
  ， 则
{ }, 0nX n³ 是一条 well-defined 时齐马尔可夫链。该链转移方阵为： 
































令 { }0,1, ,S m  表示状态集，C 表示所有常返状态构成的集合， ( )d i 表示状态 i 的周期，
约定当 ( ) 1d i = 时状态 i 是非周期的。并作如下定义： 
定义 3.1  ( ) { }, 0, ,1 1ni j n kL P X j X j k n X i= ¹ £ £ - = | 表示从 i 出发经过 n 期
（步）首次到达 j 的概率，则 ( ), ,
1
n





å 表示从 i 出发经过有限期（步）首次到达 j 的概
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率。 









i 出发再回到 i 的平均回返时间。 





º " = 。于是，有
{ }1, , 1S C m= È - ，其中 1 2C C C= È ， { } { }1 20 ,C C m= = 。 
定理 3.1  如上定义之马氏链{ }, 0nX n³ 的极限分布 ( )limn nm¥ 存在。 
证明：见附录 A。 
定理 3.2  如上定义的概率转移矩阵 是可约矩阵。 
证明：见附录 B。 
令 ( )1 1ix i m£ £ - 表示从状态 i 出发，最后被状态m ( )2m³ 吸收的概率，则有如下
的递归方程： 
, 1 1 , , 1 1i i i i i i i i i ix p x p x p x+ + - -= + +                          （3.3） 
其边界条件为 0 0, 1mx x= = 。 
命题 3.2  递归方程（3.3）可解。 
证明：见附录 C。 






( )1 1k m£ £ - 关于折现因子q严格递减； 
⑵ ( ) ( )
( ) ( ) ( ) 1
d c a b a d a dx
d c a b a d a c d a
- + - -£ £
- + - + -
； 
⑶ 1 1 1mx x -+ £  
证明：见附录 D。 
定理 3.3⑴表明当社群中有 ( )1 1k k m£ £ - 个个体使用TFT 时，折现因子q增加，将
导致采用 ALLD对采用TFT 的相对支付严格减少，由于通过计算易得： 
( ) ( ), ,
0




























，其中 1x 表示社群从只有一个个体采用TFT 演化到最终全部个
体采用TFT 的概率，而 11 mx -- 表示社群从只有一个个体采用 ALLD演化到最终全部个体
采用 ALLD的概率。 1 11 mx x -£ - 表明非合作性质的行为模式 ALLD比合作性质的行为模
式TFT 更具侵略性和传染性，即单个的 ALLD采用者更容易侵入一群采用TFT 的个体之
中，并且成功复制自己的行为模式。 
由（3.1）可得： 
( ) ( )





ih r i TFT r i ALLD









表示当社群中有 i 个人使用TFT 时，当前采用TFT 和采用 ALLD的支付之差。于是有： 





，即q取值保证博弈矩阵 3存在两个纯策略 Nash 均衡； 
⑵ 1 0h < ，即 ( ) ( )1, 1,r TFT r ALLD< ， ( )0,1 , ( 2)mq +" Î ³ Î ； 
⑶ 0, ,c a c a
c d c d
e q e e
æ ö- - ÷ç" > " Î - + ÷ç ÷çè ø- -
，恒有 1 0mh - < 当且仅当 m 只取有限值；
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0, ,c a c a
c d c d
e q e e
æ ö- - ÷ç" > " Î - + ÷ç ÷çè ø- -
， 1 0mh m- º  +¥； 
⑷ 0, ,a c d b a c d b
b c b c
e q e e
æ ö- - + - - + ÷ç" > " Î - + ÷ç ÷çè ø- -
， 1mb c h d b-- £ £ - ； 
若
2






>  ³ ；当 1q - 时， 1mh - +¥。 
证明：见附录 E。 
定理 3.4⑴表明给定社群数量可以趋向无穷，不管当下社群中有多少个体采用行为模式
TFT ，要使得局中人当下采用TFT 和采用 ALLD支付均等，必须对折现因子提出一定要求，
即q的赋值须得保证矩阵 3 中存在两个纯策略 Nash 均衡，或者说必须使得矩阵 3 具有2 2´
对称协调博弈的性质。⑵表明不管折现因子q如何赋值（事实上，此时支付之差 1h 与q无关），














的e-邻域内时， 1mh - 可正可负，即使q的取值保证TFT 是严格
风险占优均衡，仍有可能是 ( ) ( )1, 1,r m TFT r m ALLD- < - ，也即唯一那个采用 ALLD的
个体获得的支付比余下任何一个采用TFT 的个体都要更高。这说明在该演化博弈动态中，
严格风险占优均衡作为 Nash 均衡的一种精炼是值得怀疑的，该模型至少从理论上提供了质
疑这种精练的一个版本。进一步，当q无限趋近于 1 时， ( )1,r m TFT- 会趋向于无穷大，
这也从支付的角度再一次证实了前面一个平凡的结论：折现因子的增加会促进社群中间的合
作。 




时，若 c a a d
c d d b
- ->
- -
，则 1 0mh - < ， ( 2)m +" ³ Î ；
若 c a a d
c d d b
- -<
- -
，则 1min 0mm h - < 。 
⑵当 , 1a dd b a d
d b
q-- > - < <
-
时， 1 0mh - < ， ( 2)m +" ³ Î 。 
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证明：⑴       ( )
( )( )
1
2 0 01 1















- + - -\ = >  >
- -
 
因此，若 c a a d
c d d b
- ->
- -
，则 1max 0mm h - £ ，即 1 0mh - < ， ( 2)m
+" ³ Î ；若 c a a d




则 1min 0mm h b c- = - < 。 
⑵            ( )
( )( )
1
2 0 11 1





- - + -¶ -= <  < <
¶ -- -
  








- - + -¶ = <
¶ - -
并不矛盾，故： 
1 1 2max | 0m m mm h h b c- - =\ = = - <  
故 1 0mh - < ， ( 2)m +" ³ Î 。证毕。 








式化地，即转移概率 0,1p 和 , 1m mp - 均有一个正的取值，现令： 
0,1 2 0,0 , 1 1 ,1 , 1m m m mp p p pg g-= = - = = -  
即采用TFT 的代表性个体，其后代以概率 , 1 1m mp g- = 变异为一个采用 ALLD的代表性个
体；而采用 ALLD的代表性个体，其后代以概率 0,1 2p g= 变异为采用TFT 的代表性个体，
显然有 1 20 , 1g g< < 。令 2 1,0g rg r= < <+¥，区别于（3.2）中的转移概率，新的转移
概率定义如下： 
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0,1 2 0,0 2 , 1 1 , 1, 1 , , 1m m m mp p p pg g g g-= = - = = -     
当1 1i m£ £ - （ i 同上定义一致，表示 t 时刻社群中采用TFT 的个体数）时，有： 





( ) ( )
, 1 1 2
, 1 1 2
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( ) ( ) ( ) ( )1 21 1 ,if i m i m r i TFTz z= - + - = -  




lim , 1, , 0,1, ,i j i jp p i j i j mg  = - £ =   
事实上，此时 ( ){ } 0, 0
m
i
X t i t
=
= ³ 定义了一个生灭过程，并有唯一不变的遍历分布记为




, lim , ,TFT m mgJ r J g rg+= ，事实上，
Kifer(1990)已经证明，当 1 0g + 时，在不变概率测度J之下，“0”和“m ”之外的状态
是零测度，所以必有 ( ) ( ), 1 ,ALLD TFTm mJ r J r= - ，即当 1 0g + 时，受扰动的转移概率 P
和原来的 P 一样，有且仅有两个吸收态“0”和“ m ”，其中全部采用TFT 的概率为
( ),TFT mJ r ，而全部采用 ALLD的概率为 ( ),ALLD mJ r ，进一步有如下命题： 



































































证明：参见 Fudenberg and Imhof(2004),也可参见 Fudenberg, Imhof, Nowak and 
Taylor(2004) 引理 1。 
命题 3.4  ⑴ ( ),TFT mJ r 关于折现因子q严格递增， ( ),ALLD mJ r 关于折现因子q严格
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递减； 
⑵ ( ) 1, 1
2TFT
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é ù¶ ë û = >é ù é ùê ú ê ú¶ +ê ú ê úë û ë û
 
  











= 关于q严格递增，故有 ( ),TFT mJ r 关于折现因子q严格
递增，同理可证 ( ),ALLD mJ r 关于折现因子q严格递减。 














>  >  













£ ，故 ( ) 1, 12TFT mJ r r>  > 。证毕。 
命题 3.4 说明，当变异概率趋于 0 时，在该生灭过程的极限处，全部个体采用TFT 的
概率随折现因子q的增加而严格增加，全部个体采用 ALLD的概率随折现因子q的增加而
严格减少；并且在极限处，全部个体采用TFT 的概率大于 50％，当且仅当 ALLD的变异概
率严格大于TFT 的变异概率，即此时 ALLD代表性个体的后代更容易变异为一个采用行为
模式TFT 的个体，而此时与折现因子q的赋值无关。 
定理 3.6  令 1 1 2 2, ,m m k m kg g+¥   其中 1 20 ,k k< <+¥，则必定存在一个 




( ){ } 0, 0
m
i
X t i t
=
= ³ 的极限平稳分布为关于参数( )1 2,k k 的 Beta分布。 
证明：见附录 F。 
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综上，可以得到结论：在 ALLD和TFT 的一对一对抗中，非合作性质的 ALLD比合作
性质的TFT 具有更强的演化稳定性和更强的鲁棒性。 
四、一个例子 





P p p p
æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷÷çè ø
  
表示没有受到扰动情形下的转移阵，易求得： 
( )0 3 2







z z z z+¥
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假定初始分布为离散均匀分布，则有： 
( )0 2 3 2 3
2 3 2 3




z z z zm
z z z z+¥
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e e
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= ，其中 1 0e" > > ，通过矩阵对角化可得： 
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假定初始分布仍为离散均匀分布，则有①： 
( ) 10 312 2





p p p p
e z zm
z z z z+¥
æ ö æ ö÷ ÷ç ç÷ ÷= =ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç+ + + +è ø è ø
 
再将 2 3,z z 取值代入可得： 







c d c b d b
b c d b c b c d b c
e q qm
q q+¥
æ ö+ - + - ÷ç ÷=ç ÷ç ÷ç + + - - + + - -è ø
      （4.2） 
于是有如下结论： 
结论 4.1：在有且仅有两个博弈方的单社群中，博弈演化的结果是在极限状态双方都采
用TFT 的概率要小于双方都采用 ALLD的概率。 
通过比较（4.1）和（4.2）就会发现： 
结论 4.2：转移矩阵受到如上定义的扰动后，与没有受到扰动情形相比，在极限处，所
有个体一致使用TFT 的概率降低了，而所有个体一致使用 ALLD的概率提高了。 
注意到： 
( )







b c d b c b c d
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m m£ £ £ £
+ +
，其中 0m 表示极限处全部采用 ALLD的
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附录 A：定理 3.1 的证明 
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其中 ( ) { },lim , , 1,2, , 1nij i jn p i j ma ¥= " Î - ，“0 ”和“m ”是两个吸收态，且“0 ”和
“m ”不能到达 ( )1 1i i m£ £ - \ ( ),0 , 1 1 1i i mL L i m+ º £ £ - ( ),lim 0nij i jn pa ¥\ = = ， 
{ }, 1, 2, , 1i j m" Î - ，即有： 
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附录 B：定理 3.2 的证明 
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å （ ijp 表示
 的第 i 行 j 列元素的模）表示  的行范数，显然 ( ) ( )1 1m m+ ´ +Î 是一个随机矩阵
( ) 1r ¥\ = =  。假设  是不可约矩阵，则由矩阵论中 Perron Frobenius 定理知
( ) 1r = 是 的单特征值，且易得其对应的特征向量是 ( )1,1, ,1 Tx=  （T 表示转置）；
在此前提下，进一步假设 有且只有一个特征值的模等于 ( ) 1r = ，即 为素矩阵，则
1jl" ¹ ，有 1jl < ，下面导出矛盾。首先， 要么是亏损矩阵，要么是非亏损矩阵。 
⑴ 若 是非亏损矩阵，即 可对角化，则$可逆矩阵 D . .s t 1D D- =L =  
( )0, mdiag l l （ 0, ml l 中可能存在相同的） ( )( ) ( )1 1 1n D D D D D D- - -\ = L L L  
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这与定理 3.1 矛盾。 
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⑵若 是亏损矩阵，则可求其 Jordan 标准形，即$可逆矩阵T . .s t 1T T J- = \有
1n nTJ T-= ，令 rank( ) 1r mlI- = < + （ I表示单位阵），故有： 
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依旧与定理 3.1 矛盾。\  不是素矩阵，而是循环矩阵，\  有 2 个及 2 个以上的特征值
的模等于 ( ) 1r = ，所以如果假设 是不可约矩阵导出 一定是循环矩阵，根据矩阵论
知识，若 是不可约的循环的随机矩阵，则 lim n
n¥
 一定不存在，这显然与定理 3.1 矛盾，
故 必定是可约矩阵。证毕。 
 
附录 C：命题 3.2 的证明 
将 ( ) ( ), , ,r k ALLD r k TFT 取值代入（3.3）并化简得到： 
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再代入 1 2 3 4, , ,z z z z 并化简得： 
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又 c a d b> > > ，故： 
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2, 1m k³ ³ ，X 取到最大值当且仅当 2m= ，而此时必有 1k = ，故： 
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也即 1 1 1mx x -+ £ 。证毕。 
 
附录 E：定理 3.4 的证明 
⑴令 0ih = 则有： 
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附录 F：定理 3.6 的证明 
此处的部分证明参考 Karlin and Taylor 著《随机过程初级教程》中译本 128—129 页。 
由定理 3.4 知， , . . 0i
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